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Teoria elementar de conjuntos. Propriedades dos conjuntos. Propriedades das
transformacoes morfologicas. Nocao de elemento estruturante. Transformacao

de vizinhanca. Transformacdes morfoldgicas elementares. Transformacoes

Tudo-ou-Nada. Adelgacamento e Espessamento. Transformacdes geodésicas.
Numero de Euler (conectividade).
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Introducao

Origens:
* Trabalhos pioneiros de Georges Matheron e Jean Serra (década de 60, Franca).

e Criacao do Centre de Morphologie Mathématique de Fontainebleau (1968).

Objectivo:

* A morfologia matematica baseia-se na teoria dos conjuntos, e pretende
qguantificar estruturas do ponto de vista geomeétrico.
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Introducao

Metodologia:
1. Utiliza a nocao de conjunto para representar estruturas.
2. Transformacao dos conjuntos por forma a torna-los mensuraveis:

* Interaccao do conjunto de objectos em estudo, com outro objecto com
forma conhecida (elemento estruturante).

e A transformacao do conjunto inicial, ao longo de sucessivas operacoes,
evidencia as suas caracteristicas estruturais, que sao registadas ao longo dos
novos conjuntos gerados, o que implica que o conjunto transformado é mais
simples que o conjunto original.
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Introducao

Metodologia:

3. Realizacao de medidas sobre os conjuntos transformados.

Medida:

e Superficie
* Forma

* Perimetro
* Etc.

v

v
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Introducao

O processamento morfolégico de imagem pode ser aplicado nos seguintes
contextos:

 Morfologia binaria: as imagens sao binarias (mais frequente).
* Morfologia numérica: as imagens podem ser, ou de niveis de cinzento

(monocromaticas), ou coloridas (policromaticas).

e Os termos «Morfologia» e «Matematica», associados (que constituem a
designacao desta teoria), referem-se a utilizacdo de conceitos de légica de
conjuntos e operacdes numericas.
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Teoria elementar de conjuntos

Interseccao

XNY={x:x€eXAx €Y}

e Comutativa: XnY=YnX

* Associativa: Xn¥nZ)y=nXx)ynz

* |dempotente: XnXxX=X




= C Fernando Soares

Ciéncias

Teoria elementar de conjuntos

Reuniao

XUuY={xixeXvxeyY}

e Comutativa: XuY=YUxX
* Associativa: Xuuz)=(ux)uz

* |dempotente: XuxX=Xx
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Teoria elementar de conjuntos

Relacao entre a interseccao e a uniao (distributividade):

XN(YuZ)=XnY)uXn2)

Xu{¥nZ)=XuY)n XUz
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Teoria elementar de conjuntos

Conjunto complementar

X)) ={x:x€ENx&X}

* Férmulas de Morgan:

(X NnY)¥) . = X)pu (¥

(XU =XV n (Y
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Teoria elementar de conjuntos

Diferenca logica E

X-Y={x:xeXAx¢gVY}

ou

X=-Y=XnXnNnY)° X
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Propriedades dos conjuntos

Conexidade: um conjunto X diz-se conexo se, para quaisquer dois pontos P(x,y;) e
Q(x,,Y,) nele incluidos, existe pelo menos um caminho que os une e que esta
totalmente incluido em X.

2 ABCE

X Conexo X nao conexo

A conexidade de um conjunto depende, no entanto, da forma como se encontra
definida a ligacao entre os pixels numa malha digital (nas malhas digitais quadradas
com conectividade-4 e conectividade-8, ou hexagonal com conectividade-6).
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Propriedades dos conjuntos

Convexidade: um conjunto X diz-se convexo se, qualquer que seja o par de pontos
P(x,y:) e Q(x,,Y,) nele incluidos, o segmento de recta que os une esta totalmente
incluido em X.

X convexo X nao convexo
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Isotropia: Um conjunto X diz-se isotropico se esta uniformemente espalhado

segundo todas as direcoes.

@

<>

X isétropo

X anisétropo

Predominando uma dada direccao, esta-se perante um conjunto anisotropico. Este

conceito esta associado a estrutura espacial dos objetos.
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Propriedades das transformacdes morfologicas

Se @ € uma transformacao morfoldgica entao obedece a uma ou mais do que uma
das seguintes propriedades:

* (p ¢é extensiva se o conjunto resultante contém conjunto inicial X.

X o(X) Q%

* ( é anti-extensiva se o conjunto resultante esta contido no conjunto inicial X.

—> ,Q
pX)cX
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Propriedades das transformacdes morfologicas

* (p é crescente se a relacao de inclusao entre os conjuntos inicial e resultante se
mantém.

YcX=¢() coeplX) @%®
* @ é idempotente se a sua aplicacao sucessiva a X nao o altera.

© ©O

p(pX)) =X
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Propriedades das transformacdes morfologicas

* Duas transformagdes morfoldgicas ¢, e @, sao duais se:

91 (X) = @,(X°)

* Finalmente, uma transformacao € dita homotdpica se ela nao modifica o
numero de conexidade E de um conjunto X, isto é:
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Nocado de elemento estruturante

Elemento estruturante (B): E um caso particular de imagem binaria, sendo
usualmente pequeno e simples (por exemplo B,,; com todos os valores iguais a
um).

Uma transformacao morfologica sé pode ser realizada com a definicao prévia de
um elemento estruturante.

Como o proprio nome indica, quando associado a uma certa transformacao
morfologica, B percorre a imagem com o proposito de aferir se “encaixa” ou nao
nos objectos nela presentes. No processo, pode modificar a forma e as
caracteristicas topologicas desses objectos (por exemplo, a conexidade ou a
convexidade).
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Nocado de elemento estruturante

A forma de B pode ser qualquer, sendo as mais comuns o quadrado, o disco, o
segmento, o circulo, o par de pontos e o hexagono (na malha digital hexagonal),
gue sao escolhidos de acordo com os objectivos pretendidos. Por exemplo:

DISCO: determinacao da distribuicao de tamanho dos objectos (granulometria).
e SEGMENTO: deteccao de alinhamentos preferenciais.
 PAR DE PONTOS: caracterizacao do estado de dispersao (covariancia).

* CIRCUNFERENCIA: estudo da vizinhanca de um ponto (transformacdo de
vizinhanca).
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Nocado de elemento estruturante

O

Elementos estruturantes

Contém o disco

'D\’

»

Imagem bindria inicial

|
o

N

Nao contém o disco

v
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Contém o segmento

{

¢

N3do contém o segmento
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Nocado de elemento estruturante

O centro, ou pixel de referéncia de B é geralmente o seu centro geométrico,
podendo contudo ser definido qualquer outro ponto para o efeito.

O centro de B marca a sua posicao sobre a imagem inicial e, por conseguinte, a
posicao do pixel transformado.

A distribuicao dos valores dos pixels no interior de B designa-se por configuracao
de vizinhanca (V).
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Transformacao de vizinhanca

Uma transformacgao de vizinhanga consiste na identificacdo/alteracdo de um pixel
de uma imagem no caso de se verificar uma dada configuracao de vizinhanca V em
redor desse pixel.

e Na figura, tem-se um quadrado elementar B que
percorrera todos os pixels da imagem i).

* Em ii) estdo marcadas as posicdes em gue a configuracao
de vizinhanga V(B,) € idéntica a de B.

 Como transformacgdes de vizinhanca mais comuns tém-se
o adelgacamento e o espessamento.
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Transformacdes morfologicas elementares

A transformacao morfoldgica de erosao (g) de um dado conjunto X, por um
elemento estruturante com a sua origem em x (B,), define-se pela expressao
seguinte:

eg(X) = {x:B, c X}

ng(SXS) (X) ng(SXS) (X)
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Transformacdes morfologicas elementares

A transformacao morfologica de dilatacao (0) de um dado conjunto X, por um
elemento estruturante com a sua origem em x (B,), define-se pela expressao
seguinte:

0pg(X) ={x:B, N X + ¢}

6Bx(3><3) (X) 6Bx(5><5) (X)
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Transformacdes morfologicas elementares

A abertura (y) de X consiste em executar a dilatacao do resultado da erosao do
conjunto X.

Ye(X) = 6p(ep(X))

ng(3><3) (X) =Y 5Bx(3><3) (Y) — ]/B (X)
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Transformacdes morfologicas elementares

O fecho (¢) de X consiste em executar a erosao do resultado da dilatacao do
conjunto X.

$p(X) = e5(6p(X))

5Bx(3><3)(X) =Y ng(3x3) (Y) — ¢B (X)
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Transformacdes morfologicas elementares

 Tabela de propriedades das transformacdoes morfoldgicas elementares:

Extensiva Anti-extensiva Crescente Idempotente Homotopica Transformagao dual
Erosao - X X - - Dilatagdo
Dilatagao X - X - - Erosdo
Abertura - X X X - Fecho

Fecho X - X X - Abertura



Fernando Soares

Ciéncias

Transformacao Tudo-ou-Nada (Hit-or-Miss)

A transformac¢ao “Tudo-ou-Nada” (Hit-or-Miss transformation - HMT) aplicada a X
consiste numa transformacao de vizinhanca que recorre a um elemento
estruturante composto B = (B,,B,), com B, n B, = ¢, e que resulta da verificagao
simultanea das seguintes condigoes: B, coincide com X e B, coincide com X°.

HMTg(X) = {x: (B1)x €S X A (Bz)x & X} HMTg(X) = €5, (X) N €5, (X°)

 Os indices do elemento estruturante composto sao geralmente trés: “1” (€
dominio de B,), “-1” (€ dominio de B,) e “0” (é indiferente).

* A HMT é geralmente usada para encontrar configuracoes especificas em grupos
de pixels ou objectos e determina-se pela interseccao entre as erosdes de X por
B, e de X por B, (como se vera em alguns exemplos a seguir).
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Transformacoes “Tudo-ou-Nada” (exemplos)

Pontos isolados (pixels sem quaisquer outros pixels na sua vizinhanca).

Desenham-se duas configura¢des (EE) B, e B,, tal que, B; & Xe B, & X°.

B2

1 = pertence
-1 = pertence ao complementar
0 = indiferente.
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€, (X¢) = {x: B, c X}

Pontos isolados = €g, N &g,

ando Soares
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Transformacoes “Tudo-ou-Nada” (exemplos)

Pontos extremos (pixels com um pixel no maximo na sua vizinhanca proxima).

Usando B, e B,:

B1(909) B2(902)

Usando B composto:

B(909) B(459)

Extremidades
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Transformacoes “Tudo-ou-Nada” (exemplos)

Pontos multiplos (pixels com mais do que dois pixels na sua vizinhanca proxima).

Usando B, e B,:

B1(909) B2(909) B1(459) B2(459)

 Usando B composto:

B(909) B(459)

1 0 1
= Pontos multiplos
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Transformacoes “Tudo-ou-Nada” (exemplos)

Cantos rectos (pixels gue formam um angulo recto convexo).

Usando B, e B,:

Bl B2

Cantos rectos
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Transformacoes “Tudo-ou-Nada” (exemplos)

Contornos (pixels com pelo menos um pixel pertencente ao conjunto
complementar na sua vizinhancga préxima).

Usando B, e B,:

B1(909) B2(909) B1(459) B2(459)

Usando B composto:

B(902) B(452)
Pontos de fronteira
0| 1]0 o|1]0
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Transformacao de adelgacamento

Adelgacamento (THIN) de um conjunto X: consiste numa transformacao de
vizinhanca que retira a X todos pontos que correspondam a uma dada configuracao
de vizinhanga V(B,).

THIN(X,B) = X N NOT[HMT (X, B)]
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Transformacao de adelgacamento

Visa remover pixels de regides/objectos da imagem.

E aplicada apenas a imagens bindrias e produz uma imagem binaria como
resultado.

De forma geral, a operacao de adelgacamento é determinada por translacao da
origem do elemento estruturante B, por todos os pixels da imagem, comparando
em cada um a sua configuracao de vizinhanca com a configuracao dos
correspondentes pixels na imagem.
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Transformacao de adelgacamento

Havendo uma coincidéncia entre ambas as configuracoes, entao ao pixel da
imagem correspondente a posicao do centro de B é atribuido o valor 0; caso
contrario mantéme-se inalteravel.

A erosao e a abertura morfologicas sao exemplos de transformacdes de
adelgacamento.
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Transformacao de adelgacamento

A “esqueletizacao” € um exemplo de um processo de adelgacamento morfologico
qgue visa reduzir as regides de uma imagem binaria a uma estrutura minima que
preserve a extensao e conectividade das regioes originais.

 E uma transformacdo usada frequentemente para “estreitar” resultados de
deteccao de fronteiras, reduzindo a espessura das linhas a outras com apenas
um pixel de espessura.

 Note-se que o esqueleto resultante € um conjunto conexo € igualmente um
conjunto conexo.
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Transformacao de adelgacamento

O esqueleto de um conjunto pode ser determinado de diversas formas:

a) Localizacdao dos centros de circunferéncias maximas bi-tangentes aos limites da
regiao considerada.
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Transformacao de adelgacamento

b) Formula de Lantuéjoul: para uma imagem binaria discreta X, o esqueleto S(X) é a

unido de todos os subconjuntos S.(X), com um elemento estruturante B de
dimensao k.

K
500 = | Jse@
k

Sk(X) = exg(X) N NOT [y (exp (X))]
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Transformacao de adelgacamento

O “escanhoamento” (prune) é também uma operacao de adelgacamento que visa
suprimir sucessivamente os pontos extremos de um conjunto binario, até se
verificar a condicao de idempoténcia.
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Transformacao de espessamento

Espessamento (THICK) de um conjunto X: consiste numa transformacao de

vizinhanca que adiciona a X todos pontos que correspondam a uma determinada
configuracao de vizinhanga V(B,).

THICK(X,B) = X U HMT(X, B)
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Transformacao de espessamento

Visa fazer crescer regides/objectos adicionando pixels as mesmas.

E aplicada apenas a imagens bindrias e produz uma imagem binaria como
resultado.

E usada em diversas aplicaces, entre as quais a determinacdo do espaco convexo
de um certo conjunto de pontos (convex hull), ou ainda na determinacdo do
“esqueleto por zonas de influéncia” (SKIZ- Skeleton by Influence Zone).
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Transformacao de espessamento

De forma geral, a operacao de espessamento é determinada por translacao da
origem do elemento estruturante B, por todos os pixels da imagem, comparando
em cada um a sua configuracao de vizinhanca com a configuracao dos
correspondentes pixels na imagem.

Se se verificar uma coincidéncia entre ambas as configuracdes, entao no pixel
correspondente a posicao do centro de B é atribuido o valor 1; caso contrario
mantém-se inalteravel.

A dilatacao e o fecho morfologicos sao exemplos de transformacdoes de
espessamento.
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Transformacao de espessamento

O “envelope convexo” (convex hull) determina-se por execucao da transformacao
HMT, para determinar concavidades nos objectos e consequente preenchimento. A
operacao é iterativa e continuara até atingir a idempoténcia.

Inicial CHull
B1(909) B2(902)

B1(909) B2(902)

Convex Hull
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Transformacao de espessamento

O "skeleton by influence zones” (SKIZ) é uma estrutura de esqueleto que divide uma
imagem em regioes, cada qual contendo um objecto distinto da imagem.

* As fronteiras sao definidas por forma a que todos os pontos interiores a cada
area estejam mais proximos do correspondente objecto interior a essa area.

« E por vezes designada por Diagrama de Voronoi. A operacdo é iterativa e
continuara até atingir a idempoténcia.
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Transformacao de espessamento

O SKIZ pode ser obtido por um processo métrico, calculando distancias euclidianas,

ou por processos morfologicos, envolvendo dilatacdbes com elementos
estruturantes de diferentes tamanhos.

/N

Esqueleto do background Escanhoamento do esqueleto
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Transformacoes geodésicas binarias

As transformacOes geodésicas binarias sao transformacdoes morfoldgicas sobre
uma imagem binaria Y, condicionadas por uma determinada geodesia binaria X.

* De entre estas transformacoes salientam-se:

1 - Reconstrucao geodésica bindria por dilatacoes geodésicas sucessivas.

2 - Reconstrucao geodésica bindria por erosdes geodésicas sucessivas.
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Transformacoes geodésicas binarias

Dilatacao geodésica: dilatacao morfologica de um conjunto Y condicionada a
geodesia X.

5y(Y) =8(Y)nX

X Y X 5(Y)

Geodesia Marcador

5(Y)nX
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Transformacoes geodésicas binarias

Reconstrucao geodésica binaria por dilatacoes geodésicas sucessivas:

Ry(Y) = 8P(Y) = 711_1)210(6)( 0..00x)(Y) =63 (5)7(1‘1 <5}(l—2 ( (5)1((Y)))>>

§1(Y)nX §2(Y)nX §3(Y)nX R(X)\Y
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Transformacoes geodésicas binarias

Erosao geodésica: erosao morfoldgica de um conjunto Y condicionada a geodesia
X.

ex(Y)=¢e(Y)uX

X YO X £(Y) g(Y)uUX
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Transformacoes geodésicas binarias

Reconstrucao geodésica binaria por erosdes geodésicas sucessivas:

Ry(Y) = e2(Y) = Ai_{?o(gx 0..0¢&x)(Y) =&y (e}}—l (e}}-z ( (8)1<(Y)))>>

£1(Y)UX £2(Y)uUX £3(Y)uX R(X)\Y
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Numero de conectividade (n? de Euler)

De forma geral, o numero de conexidade de uma superficie ou conjunto, ou
também chamado nimero de Euler (E), é igual ao numero de vértices v, menos o
numero de arestas a, mais o numero de poligonos p, quando dividida a dita
superficie em poligonos planos definidos pelas arestas e pelos vértices.

A N

E=v-a+p

E=4-5+2=1 E=8-16+8=0 E=7-14+7=0 E=11-25+13=-1
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Numero de conectividade (n? de Euler)

* No dominio de representacao de uma imagem digital, o valor de E determina-se
a partir do grafo de representacao dos pixels. A seguir exemplifica-se a
determinacao de E para o objecto binario sombreado.

Numero de pixels =11

NuUmero de arestas do grafo = 15
Numero de triangulos =5
E=11-15+5=1

E=v-a+p

Numero de objectos = 2
1 Numero de buracos =1

E=2-1=1




